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courbes, a savoir

tes itlustrer toutes les trois. Ces trois valeurs sont :
A/ La cowrbure C, soit 1/R en m™.

haut, et la cote du bord bas de la voie.

tance fixe AS.

L'exposé s'appuiera sur une représentation unique des caractéristiques des raccordements des voies par des

1° En abscisses, le développement de la courbe c'est-a-dire la distance du point courant a l'origine de la courbe,
et, plus genératement, comme une droite st une "courbe" de courbure nulle, depuis une origine arbitraire. Soit S ceite
abscisse, avec, en indice o pour le cercle, ¢ pour la clothoide, et s pour la spirale adoucie.

2° En ordonnées, trois valeurs, représentées & des échelles différentes, de telle sorte qu'un graphe unique puisse

B/ Le dévers dv, qui est une pente, et, en multipliant le dévers par la moitié de la largeur de la voie, la cote du bord

C/ La déflexion A, c'est-a-dire I'angle, mesuré en radians, entre deux tangentes a la courbe, séparées par une dis-

Cette représentation n'a d'autre intérét que de faire
comprendre au lecteur ce gue l'on va faire. Elle se justifie
de la maniere suivante :

Le dévers d- est calculé de telle sorte, qu'en courbe,
le véhicule s'appuie normalement a la voie déversée.

L'accélération transversale due a la force centrifuge
est donnée par la relation :
VZ
=R
dans laquelle V est la vitesse du véhicule donnée en

m/s de telle sorte que les unités soient les mémes pour y
et g (accélération de la pesanteur) afin de vy calculer le
dévers par :

g Rg g
On voit que le dévers dv peut étre représenté, a I'é-
chelle prés, sur le méme graphe que la courbure C.

Enfin la déflexion & étant 'angle entre les tangentes a
deux points de la courbe séparés par une distance déve-
loppée constante AS, la courbure locale est :

1_ 8

2 2
'Y_V —CV—

Ré=AS C=§=AS §=C.AS
éd=c.ds _§_=
ds ¢

On voit que la déflexion & peut étre représentée, a
I'échelle prés, sur le méme graphe que la courbure C.

Ceci étant admis, tout ce qui va suivre est extréme-
ment simple :

Sur la figure 1 on a représenté le raccordement de
deux alignements de courbure nulle, des alignements

droits, avec un arc de cercle. On remarque immédiate-
ment que si on respecte la condition de dévers le véhi-
cule doit franchir une véritable "marche" due au passage
brusque entre les alignements droits et l'arc de cercle.
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Sur la figure 2 on a résolu le probleme en utilisant une
courbe dont la courbure est croissante ou décroissante
en fonction de son développement S, elle permet de rac-
corder les alignements droits (courbure nulle) au cercle
(courbure constante) par une telle courbe qui est une clo-
thoide, appelée spirale par les Américains pour spirale de
Cornu, certains mathématiciens I'appellent, aussi, radioi-
de aux arcs. Mais on voit qu'on a seulement dedoubié le
probléme, car aux points de raccordement il reste un pro-
bléme mécanique di a la variation brusque du dévers.
Dans la pratique on s'en tire en trichant.
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LES DOUCINES

En effet, les raccordements brusques en dévers sont
“"arrondis" par des doucines, voir figure 3. Certains ouvra-
ges disent que ces courbes sont des sinusoides, ce sont,
comme on le verra plus loin, plutét des cosinusoides et
méme des arcs de parabole.

A Figure 3
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LA SPIRADE

Mais alors, il n'y a plus "adéquation" entre le dévers
et la courbure, ce qui provoquera un effort sur le rail exté-
rieur et déséquilibrera les passagers dans le véhicule, on
proposera donc de remplacer, au droit des doucines, l'arc
de clothoide par une spirale adoucie, pour faire plus
court on 'appellera spirade.

Mais allons plus loin, I'arc de clothoide est-il le seul &
permettre de résoudre le probléme des raccordements
progressifs en plan ? En d'autres termes, une variation
linéaire de la courbure avec le développement de la cour-
be est-elle une condition absolument nécessaire ?

On a partiellement répondu a cette question en mon-
trant que la spirade peut raccorder une clothoide et une
droite et une clothoide et un cercle ; mais une spirade
peut se raccorder directement avec une autre spirade,
alors la clothoide serait réduite & un point.

LA CLOTHOIDE

Toutefois, pour passer du connu a l'inconnu on va fai-
re quelques rappels concernant la clothoide, aidé en cela
par un article paru dans cette méme Revue XYZ N° 16
(Jose F. Zelasco : Clothoide unique de raccordement
entre deux circonférences pp 11-20) [1]. En effet, on se
servira de la clothoide supposée connue comme point de

départ pour décrire la spirade.
Une définition lapidaire de la clothoide résulterait de
la relation :
_ 42 S
RS=A C = 5

On voit que la courbure C est proportionnelle au
développement S, le coefficient de proportionnalité étant
1/A%. A a la dimension d'une longueur, mais ce n'est pas
la longueur du raccordement.

On va considérer, maintenant, la clothoide réduite ou
clothoide unitaire, on pose :

R S
=r — =38

1 v CA=c c=3g
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On ne peut guére trouver plus simple pour la décrire
quec=sours=1.

On prend pour origine x = 0 ; y = 0 le point ou la cour-
bure ¢ de la clothoide s'annule, et pour origine des tan-
gentes a la courbe l'axe des x ; x = 0 est, également, I'ori-
gine des développements réduits s, avec s = ¢ = 0
(coordonnées, courbures et développements unitaires).
On va chercher une expression des tangentes succes-
sives a cette courbe, on pose A, déflexion totale, l'angle,
en radians, entre I'axe des x et ces tangentes :

24 _ oA _
ds 8s

d=3s

d'ou : A= pour s=1,A=57"18

»o| |

On peut écrire I'équation de la clothoide unitaire en
remarquant successivement que :

dr = cos A.ds

dy = sin A.ds
2
puis dz = cos —2-.ds

2
dy = sin —2—.ds

Les coordonnées de la clothoide unitaire sont calcu-
lées par les intégrales de FRESNEL :

$2
8
= fo cos 7.d3

3 . 32
y= [, sin E—.ds
On passera rapidement sur l'intégration qui se fait a
partir des développements en série du sinus et du cosi-
nus qu'on ne reproduira pas ici, ils se trouvent dans l'ar-
ticle cité ; on n'insistera donc pas non plus sur ce point
parce qu'on fera le calcul des coordonnées des points
d'une toute autre fagon afin d'éviter des complications qui
seront signalées. Toutefois, ces relations nous sont indis-
pensables pour étudier les raccordements entre les diffé-
rentes courbes au niveau de l'avant projet, on a :
55 89 313

¥m=3- 1071 3256 " 59o0a0 '

3 7 11 15
3 3 38 8
T SO AU S ——
6 336 42240 9676800
Xm = A.xm
Y =Aym

Pour un avant-projet, dans les tatonnements de mise
en place sur le plan, on peut s'en tenir aux premiers
termes. Pour la spirade on verra qu'il en est de méme.

Le raccordement progressif ne doit pas se faire trop
brutalement, sinon a quoi servirait-il ? Mais cela reste un
terme vague ; matériellement il faut déterminer la lon-
gueur de ce raccordement, soit Se cette longueur. Pen-
dant le parcours de la clothoide le véhicule s'incline pro-
gressivement d'un mouvement uniforme de rotation
autour de son axe longitudinal de dv = 0 & dvmax au rac-
cordement avec le cercle. Ce mouvement ne doit pas se
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faire trop rapidement, apparemment la limite admise est
d’environ :

= 0,01radtan/seconde

od,
o

En d'autres termes 1 % de dévers gagné, ou perdu,
par seconde. Des données plus récentes pourront étre
substituées aux valeurs numériques données qui sont
probablement "datées".

On saisit mieux la nécessité dans laquelle on est
d'employer des doucines En effet, ce mouvement de ro-
tation uniforme doit étre accéléré ou ralenti. Par effet
d'inertie polaire du véhicule ce mouvement ne peut appa-
raftre, ou disparaiire, brusquement sans étre précédé
d'une accélération ou suivi d'une décélération. Les dou-
cines utilisées a cette fin réduisent le dévers, d'ou la né-
cessité d'adapter le tracé en plan au dévers réduit, cette
adaptation est une spirade.

On admet un rayon minimum des courbes de raccor-
dement, donc des cercles raccordés par des clothoides,
en partant de la vitesse de base et du dévers maximum
autorisé. Ce dévers maximum tient aux risques de défor-
mation de la voie en cas d'arrét imprévu du véhicule, et
de linconfort des passagers qui résulterait du stationne-
ment en pente ; il varirait de 10 a 16 %, si :

2 2
do= Y Rpin= —
R.g domaz.g

connaissant la vitesse de base et le dévers maximum
on peut déterminer les éléments permettant de faire le
tracé. Parfois, on donne, inutilement a notre avis, une re-
lation trop compliquée qui se justifie par ce qui va suivre :

Ody _ domax, Se

=t oV
ody, V2V
at - Rmin.g.s‘,
3
S. = il
R ady
mm-g-'a_t

En fait, la longueur de raccordement S. est directe-
ment proportionnelle a la vitesse de base V et au dévers
dv. C'est la distance parcourue a la vitesse V pour attein-
dre le dévers maximum dvra & la vitesse de 1 % ou x %
par seconde.

Les raccordements doivent se faire en courbure, c'est
évident, mais aussi en tangentes aux courbes, et en co-
ordonnées. Toutes ces conditions ne peuvent pas étre
réalisées simultanément, la derniére, notamment, oblige
a décaler les tangentes successives aux courbes en
conservant le gisement de l'alignement droit. Il en résulte
de petites difficultés de calcul qu'on va contourner.

La tangente a la clothoide est donnée par :

Sz 52
Ac= 35 8e= 373

En ce point la courbure serac=s, CA=souA=s.R.
avec R. rayon du cercle raccordé. Enfin, on calcule S,
d'ou s. puisque A est connu. Donc, avec S. et R. fonc-
tions, toutes deux, de la vitesse de base V tous les élé-
ments minimaux (on peut leur donner des valeurs supé-
rieures) de la clothoide sont définis. L'avant projet devra
les rendre compatibles avec les contraintes du terrain.

LES RACCORDEMENTS EN SPIRADE

L'équation de la spirade sera imposeée par celle de la
doucine. Or la doucine a pour objet d'accélérer la varia-
tion de dévers, admettons qu'on veuille assurer une va-
riation uniforme, c'est-a-dire une accélération ou une
décélération constante en fonction de S ; ceci revient, si
V est constante, a créer une accélération ou une décélé-
ration constante en fonction du temps, soit :

% = 0,025radsec™® = w
A ad S a5
ar consequent Y —w.—,Si = —
p q w37 ot %
. v.5%
enfin, d, = 277

En ce point, la courbure sera :

- P O
Ce = V2 S 2.V4¢ S
avec S. développement de la spirade, C. courbure de
la clothoide et Cs courbure de la spirade.

On donnera une formule de spirade unitaire se rac-
cordant a la clothoide unitaire en un point quelconque
choisi, tel que ¢ = s, donc avec une pente unité. On définit
un terme d'échelle B, identique au terme A, et ayant la
dimension d'une longueur, on a alors :

R S
ﬁf-:r;Cs.B=c;a=§’;
2 2
c=%;r.a’2=2;6=c=%
52 9A _ o? o®
Co=2piar - 24" %
Ss
A= H

Les coordonnées réduites de la spirade, qui ne servi-
ront que pour l'avant projet, sont esquissées ci-aprés :

. Y 0_7 + 0,13
me 360 = 404352
04 0,10 0,16

Ym = 54 T 5880 ' 11664000

CALCULS DES ALIGNEMENTS,
SPIRADES, CLOTHOIDES ET CERCLES,
PAR UN SEUL INTEGRATEUR

On simplifiera grandement le travail (Voir annexe), en
éliminant le calcul du décalage des tangentes de courbe
en courbe, en se servant de l'ordinateur comme d'un inté-
grateur. On se reportera a la figure 4 qui illustre la mé-
thode d'implantation d'un arc de cercle par les sécantes
successives ; en fait, pour calculer les coordonnées des
points, on imitera directement cette méthode. On notera
donc qu'on ne passe donc pas par les développements
en séries qui imposeraient de calculer les décalages des
tangentes, sauf dans le cas particulier de [2].

Par conséquent, pour les calculs informatiques des
coordonnées des différents points en alignement, spira-
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des, clothoides et cercles, on utilisera les intégrales de
FRESNEL discrétisées et placées dans le systéme géne-
ral de coordonnées :

La formule générale sera :
X = Xo + > gsin(Go + A).AS
Y =Y + Y cos(Go + A).AS
Avec
Ap =An—1+6p-1,n.AS, A en radians
On-1,n = 6n—zn—1 + 0p_1.AS,den rad/m
Spo1 =8 o+, 2, 1.4A8, Sen rad/m?

0n—2n—1 = constante en rad/m®

Pour un alignement :
A=Constante ;6=0;8'=0;8"=0
Dans un cercle :
A = variable ; = constante ; ' =0;8"=0
Dans une clothoide :
A = variable ; 6 = variable ; 8’ = constante ; 8" = 0O
Dans une spirade :
A = variable ; = variable ;
8’ = variable ; 8" = constante

La formule est construite pour passer d'une courbe &
l'autre en ne modifiant qu'un paramétre d'incrémentation

sciences-techniques —

en respectant toutes les conditions de continuité. Le cal-
cul et le tracé sur écran sont maitrisés par le calculateur
en fonction de grossiéres données d'avant-projet. Voir [2]
pour la clothoide, et [3] pour la spirade. On donnera en
annexe un exemple de calcul d'avant projet, avec déca-
lage des tangentes.

CONCLUSIONS

On a proposé et décrit une nouvelle courbe de rac-
cordement progressif, la spirade, qui évite les accéléra-
tions transversales dans les entrées et sorties des clo-
thoides. Le calcul des coordonnées des points des
différentes courbes et alignements s'enchaine dans un
seul programme informatique, on évite ainsi quelques
complications géométriques. On pourrait méme se pas-
ser de la clothoide et raccorder des spirades entre elles.
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La disquette de démonstration est disponible chez I'auteur.
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