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Coordonnées géographiques A, ¢, h
sur |'ellipsoide de révolution

M Patrick JULIEN

On décrit une méthode de calcul des coordonnées
géographiques longitude, latitude, altitude (au-dessus
de I'ellipsoide) a partir des coordonnées cartésiennes
X,YZ. Le calcul est exact (sans approximations
successives). L’exposé rappelle les définitions utiles
et donne toutes les justifications mathématiques.

L’ellipsoide de révolution (aplati) E
Dans un repére orthonormé convenable, E a pour équation:
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Les ordres de grandeur pour |'ellipsoide terrestre sont:

af =ht

a=63782km , b=63568km, ¢ = —— = (0067
a

Il est commode d’écrire sous forme matricielle:
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Dans les demi-espaces x > 0 et x < 0, E admet les représen-
tations paramétriques:
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et on a un résultat similaire pour les demi-espacesy <0,
y>0,z<0,z>0.

Un vecteur normal au point m = (x,y,z) de E est donc:
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Une autre représentation paramétrique de E est:
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et un vecteur normal unitaire au point m(A,0) est:
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Projection sur E d’un point M extérieur a E

La portion d'espace définie par * =¥ 7 . ; s'appelle
] 2 &
I"extérieur de E. a b
M étant un point extérieur a E (||[DM|| > 1), on définit sa

distance h a E (ou altitude) par:

h=inf{||pM|;pE€E}

Il existe un point unique m €E tel que ||[mM|| = h
nimj

etona: mM=h
i)

m s’'appelle la projection de M sur E ; on a h > 0 puisque m = M.

m Preuve

1 - Existence de m

Par définition de la borne inférieure h, il existe, pour tout k,
un point py €E tel que: h < ||pM|| < h + 1/k;

la suite p, est bornée, donc contient une sous-suite m;
admettant une limite m ; alors: ||mM]|| = lim ||m;M|| = h

2 - Pour tout point r tel que ||Dr|| <1, on a |[rM|| > h

La fonction continue q(t) = [|(1-t)Dr + t DM|| vérifie
q(0) = [|Dr|| < 1 < [IDM]| = g(1),

donc il existe 0 <6< 1telqueq(f)=1;

le point p=(16)r+6 M vérifie

donc p €E, d'ou: h < ||pM]| = (1-6) ||rM]| < ||[rM]||

IIDpl| =1,

3 - Pour tout vecteur v tel que ven(m) <0, on a vemM < 0
Pour t scalaire et r = m+tv, on a:

[IDr|[? = ||Dm+t Dv|[?> = [|[Dm||?> + 2 DveDm t + ||Dv/||? t?
avec: [IDm|| = 1 et DveDm = vT DDm = ven(m)
d'ou: [IDr|?=1 +t (2ven(m) + ||Dv||? 1)
Pour 0 <t <-2ven(m)/||Dv|[?, on a ||Dr||? < 1, donc d’apres (2):
h?2 < |[rM][? = [[mM-mr|[? = ||mM - tv||? = h? - 2vemM t + ||v||? t?
d'ou: 2vemM < ||v|]? t
et a la limite quand t—0: vemM < 0

nim)
4 - Relation mM =h W
On décompose mM en deux vecteurs orthogonaux:
mM=yn+z ou y = mMen/||n||? , zn =0

Pour & > 0, le vecteur v = z-¢ n vérifie ven = -¢ ||n||> < 0,

donc d'apres (3): vemM = (z-€ n)e(z+y n) = ||z|[> - ey [|n|[>? < O

ce qui implique y > 0, et a la limite quand ¢—0: ||z|]| =0 ; d’ou:
mM=yn avec v=|mMWin|| = h/n]

5 - Unicité de m
Soit m’' €E un autre point tel que ||m'M||=h ; on a:
h? = ||mM-mm’[]? = ||[mM]|]? - 2 mm’emM + ||mm’||?
=h? -2y mm'en + [|mm’||?



d’ou: ||[mm’||> =2y mm’en = 2y mm’'eD?’m = 2y (Dm’-Dm)eDm
=2y (Dm'sDm-1)
< 2y ([|Pm/|| [[Dm]|-1) = 0
(inégalité de Cauchy-Schwarz)

ce qui implique mm’' =0 .

Calcul de la projection

Il existe des méthodes variées pour calculer la projection,
par exemple celles discutées dans I'article [2], pour la plupart
itératives. On va décrire une méthode donnant le résultat
exact, sans approximations successives. Elle reprend, avec
une présentation différente, I'idée de la méthode décrite

dans l'article [1].
R=o/X' +7?

On pose: M = (X,Y,2) et
La projection de M est le point m(A,0) défini par:

si R =0: A quelconque, 6 = signe(Z) %
siR>0: fcosk,sink) = {E. 1:

R R
-si Z=0:6=0

-si Z#0: fiwn' y=0. <8<, signe(o) = signe(2) [1]

ou flt) =22 1"+ 20Z 3+ 2BZ t - Z2
alt +e’a’ alt —e'a’
o= , ﬂ =
[ b
m Preuve
. nim|
Larelation: ™ = m+h { }
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SiR =0, alors cost =0, donc 6 = signe(Z) 2, puisque Z et sinf
ont le méme signe. -
Sinon: (X,Y) = u (cosh,sin)\) avec u >0
donc: (cosh , sin\) = (X/R, Y/R)
-Si Z=0, alorssin6=0,donc 6 =0
-SiZ =0, alors cost >0, donc:

-2 <ne avec signe(6) = signe(2)

On a: aR sin6 - bZ cosH = e?a? sinb cosO
et en exprimant cosf, sinb en fonction de tan ", on obtient
I’équation: :

f 3 5 B 5 i}

b tan® — + 2(alite’a’) tan’ = + 2{ak-e"a’) an— - b2 = 0
2 2 2

L. . . L]

équivalente a : E{tana =0

Résolution de I'équation [1] avec R > 0, Z=0

La résolution repose sur une factorisation en produit de
trinbmes:
f(t) =22 t* + 20Z 13 + 2BZ t - 2% = f4(t) f,(t)

avec: fi(t) =Zt?+c, t+d4 Z, folt) =Zt2+cpt+dy Z

En identifiant les termes de degrés 3 et 0, on a:
Ci+Cr=20,d;dy=-

ce qui suggere d’écrire ¢y, ¢, d;, d, sous la forme:

ci=a-8,co=0+08,di=p-0w,d,=-p-wol p=vyw +1 ;

puis en identifiant les termes de degrés 1 et 2, on obtient les
expressions ci-dessous des coefficients. La preuve va
consister a montrer que ces coefficients sont bien définis et
donnent bien: f(t) (1) = f(t).

f(t) = f4(t) fo(t) fi(t) = Z 2 + (0-0) t + (p-w)Z,
folt) = Z 12 + (a+6) t - (p+w)Z
les coefficients étant donnés par:

| T o
g=—92 . a=deiel 5= Goth

I.J2+I.'I‘q.-'+\-'1 P

avec

=0, p=Zi+up=0 ,

ou: q=

Fj
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f; n'a pas de racine de méme signe que Z.
f, aune racine <0 et une racine > 0.

m Preuve
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donc:

Il en résulte que: = ‘H'I_

. B 2e'a'R
On a évidemment: 4 = 3

d’ou: u={d—£}l'“ >0, v=L=p
Cela étant, on vérifie facilement que:
fi(t) folt) = Z2 12 + 20Z 8 + (02 - 8% - 2220) 2 + 2BZ t — 22
Pour obtenir f(t) = f,(t) f,(t), il reste a montrer que:
a?-8-2Z720=0
Comme:

. —[F 3 oyt PO I | T e T
I . u;_{u.r-_': iy gty & |f_’:+||:|'.h_||l| I B o £y
w41 w41 w +1

il suffit de montrer aue: a - om - Z2m® =0

- 1 5 d—L!Z
Or: u."i=d_£ \,-'I=p_ ! =P_ g‘ =d-£
' 2 74,9 77 L aZ 2
2 4 4
e q = qiL—v] _ qlu=v) _glu-v) _u-v,
d'ou:e TR T L (T T TR e I TR o v it
alors: Z3w® = (u-v)3 = ud - v3 - Buv(u-v) = gZ - pZw
d'ou: q-pw-2Z2w*=0

Le produit des racines de f; est p-w > 0 et leur somme

_'“T:_Fl ale signe de -Z (car: w > 0 => >8> = 2wZ? > 0

=> o> |§| = §) ; donc f; n"a pas de racine du signe de Z. D
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f, a une racine < 0 et une racine > 0, puisque leur produit est
-(p+w) < 0.
m Expression de la solution tan 6/2

1]
La factorisation de f(t) montre que tan 5 ne peut étre que la
racine de f, qui a le méme signe que Z, c’est-a-dire:
—(i+ 5]+-.~.'rf:1—:'i}:+-1-{p+m}22
27

qu’on écrit, compte tenu que le produit des racines est -(p+m):
a _ 2{p+m)L
2 adJlas ) +dp ey

lan

Il faut noter que, bien que la formule ait été établie pour R>0
et Z+0, les coefficients intermédiaires restent définis, et la
formule reste valide, pour R=0ou Z=0:

iR=0 0 II d 2o
. =0:a=-h,q=0,u=v=, =, w=—"F——== —=
si a=-B,q B Crwrv: p -
p=1,8=p, a+d=0; d'ou la valeur correctet=1;
) —— |'E i lllﬁ =) o _#_ N —ﬂ:
*siZ=0: Vi V37 vty 2ep o

2 2 [
2af p

d = o ; le dénominateur est 4a. > 0,
donc la formule est valide, et t = 0.

Longitude ), latitude ¢, altitude h
d’un point M extérieur a (ou sur) E

Pour M = (X,Y,Z) extérieur a (ou sur) E, de projection m(,0)

(-nsk<n,-ES6sE ):
2 2

e la longitude est I'angle A (défini sauf si (X,Y) = 0) ; elle est
donnée par:

Y - =
{cosk, , sink) = 1_%~ —1 ol R=vX+Y*

4
e |a latitude est I'angle -

= b
f cosheosl

de lanormale| sinicosét |avecle plan z=0:

) e
Lainfh 4/ l—e

sif=+ % 1p=6
si PeogE, Tt gmal__xll - - ! Tand]
z 2 Jicos b cos#)’ +{sind cos8)’ J-¢

On peut calculer A par:

=
}»=OLSiXZO,)\:Signe(Y)n-(xSiXSOOl:IU_thMLR_'_—N

En effet, si X >0, on a: i Arctan - .3 ;etsi X <0, l'identité
¥ E+X

. x Y Y
Arctan{x HArctani 1/x) = s = P X = i =——
ani x HArctan( 1/x) = signe(x) - aver X iR X o
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ST L T | T
implique: 3 —mgnnﬂ"}E - Arﬂan—_—x = Arctan E

dans les deux cas, lan% = LX ,d’ou cosh = X/R, sinh=Y/R.

Dans ce calcul, le dénominateur R+|X| est toujours > R, donc
jamais proche de 0.

On peut calculer ¢, en posant t = tan ", par:
2

o= ;"';I‘ﬂ[ﬂl‘.l{ I = 2"} 5l ft| = l
1-¢® 1=t 2

1=t
)&l =

= 1
- Arctanf v/1-¢* =
anf vl-e 5 5

=2
=y

Enfin, puisque:
casfl cos

anl = +1-e lanp ¢+ =0 &

. i T
gintl yl1—e"sing

Feoslh) 1 (

cosQ "'|
\smé ) \u"]—c:s[n)q: '\_\"I|—'-32 sing

|1 2
B={a+ hw;llie_}msﬂ

les relations: : 3
1=t cost

1
Z={b+th
dl—eteos B

s’écrivent en fonction de o:
i all—c)

—_—thicosp Z={——T=—
J1—¢e’sin’ ¢ ' J1-¢'sin’ g

d’ou le calcul possible de I'altitude h:

h = R cosp + Zsing - af1—¢*sin” ¢

}sin

R=( + I} sing

Conclusion

L'intérét de la méthode exposée est de fournir une expres-
sion exacte pour ¢, et valide y compris dans les configura-
tions “limites” (point proche de I'axe des pdles). Elle peut
étre une alternative intéressante aux méthodes par approxi-
mations successives, généralement proposées.

(NB: pour un calcul sur des données réelles, il faut bien sdr
utiliser les valeurs exactes des paramétres a et b de I'ellip-
soide utilisé). ®
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